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Аннотация: Рассмотрены вопросы расположения точек среднего значения функций или 

их производных для некоторых специальных случаев, имеющих важное значение при 

обработке спутниковой информации в ходе космического мониторинга протяженных 

территорий для повышения точности картографирования. 
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ABOUT ONE CHARACTERISTIC OF THE LOCATION OF MEDIUM 

POINTS 
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Khramov V.V. 

Abstract: The questions of the location of the points of the mean value of the functions or their 

derivatives for some special cases that are important in the processing of satellite information 

during the space monitoring of extended territories to improve the accuracy of mapping are 

considered. 
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Введение. В дифференциальном и интегральном исчислении [1] 

существует ряд «теорем о среднем», устанавливающих получение таких 

точек, в которых функция или еѐ производная имеет то или иное среднее 

значение. В статье рассмотрено несколько частных случаев теоремы о 



среднем. Показано, что в этих случаях справедлива гипотеза В.К. Ионина, 

которая может быть представлена следующим образом. Пусть f — 

непрерывная вещественно-значимая функция, определенная на отрезке [0,1]. 

Для всех x∈(0,1]рассмотрим величину ξ(x), являющуюся максимумом таких 

τ∈[0,x], что выполняется равенство xf(τ)= 𝐹 𝑡 𝑑𝑡
𝑥

0
.    Тогда lim𝑥→0

(𝑥)

𝑥
≥

1

𝑒
 

Исследование. Рассмотрим произвольную непрерывную функцию  

𝑓: [0,1] → ℝ. Для каждого числа 𝑥 ∈  0,1  найдеться 𝜏 ∈ х 0,1  такое, что 

 𝑥𝑓 𝜏 =  𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0
 

(специальный случай первой интегральной теоремы о среднем 

значении [2]). Такое 𝜏 находится единственным образом для возрастающей 

или убывающей функции  f 

В общем случае рассмотрим 

𝑔 𝑥 : = 𝑚𝑎𝑥  𝜏 ∈  0, 𝑥 |𝑥𝑓 𝜏 =  𝑓 𝑡 𝑑𝑡
𝑥

0

  

Рассмотрим несколько частных случаев. 

В статье Ю.Г. Никонорова [2]
  

сформулирована и доказана теорема: 

верхний предел отношения g(x)/x при x→ 0 не может быть меньше е
-1

. 

Пусть f(x) = x
t
   

1.Возьмем t = 1, тогда f(x) = x. 

 x · τ = 𝑓 𝑡 𝑑𝑡
𝑥

0
  

x · τ = x /2 

τ = / 2  

g(x) = x /2  

lim𝑥→0 𝑔(𝑥)/𝑥 = 1/2                                             Рис. 1    

 

2.Возьмем t = 2, тогда f(x) = x 
2
. 

 x · τ 
2
=  𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0
  

x · τ 
2
 = x

3
 /3 

 τ
2
 = x

2
 /3  



g(x) = x / 3  

lim
𝑥→0

𝑔 𝑥 /𝑥 = 1/ 3 

                                                                              Рис.2      

3. При t = k имеем f(x) = x
k
 . 

 x · τ
k
 =  𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0
 

 x · τ
k
 =( x (k + 1))/ (k + 1)  

τ
k
 =( x

k
 ) /(k + 1)  

g(x) = x/  𝑘 + 1
𝑘

              

 lim𝑥→0 𝑔 𝑥 /𝑥 = 1/ 𝑘 + 1
𝑘

 

4. При f (x) = 
𝑙𝑛𝑥, 𝑥 ∈ (0,1]

0,𝑥 = 0
   получаем: 

x ln τ = x ln x − x  

ln τ = ln x − 1  

τ = e
lnx-

= xe
-1

  

lim
𝑥→0

𝑔(𝑥)/𝑥 = 𝑒−1 

Для произвольной непрерывной функции имеет место неравенство 

lim𝑥→0 𝜉 𝑥 /𝑥                  ≥ 1/𝑒, 

 где ξ(x) = max { τ ∈ [0, x] | 𝑓 𝑡 
𝑥

0
𝑑𝑡 = 𝑥𝑓 𝜏 }.  

Допустим, что эта теорема не верна для функции f. Тогда существует 

число q ∈ (0, 1/e) такое, что lim𝑥→0 𝜉 𝑥 /𝑥                  < 𝑞 

Поскольку функция f непрерывна, можно подобрать такое число a ∈ (0, 

1), что  𝑓(𝑡)𝑑𝑡 <  𝑥𝑓(𝑝𝑥)
𝑥

0
, x ∈ (0, a], p ∈ [q, 1].   (1) 

Рассмотрим теперь функцию g : [0, a] →ℝ определяемую равенствами  

g(0) = f(0),   g(x) = 1/x   𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0
 , x > 0 . 

Ясно, что функция g непрерывна на отрезке [0, a] и имеет производную 

на (0, a], причем g’ (x)x + g(x) = f(x). Неравенство (1) при p = 1 принимает вид 

g(x) < f(x) = g’ (x)x + g(x), поэтому g’ (x) > 0 при x ∈ (0, a], и функция g 

возрастает на отрезке [0, a]. При p = q неравенство (1) принимает вид           



g(x) < f(qx) = qxg’ (qx) + g(qx), но неравенство g(x) − g(qx) < qxg’ (qx) 

невозможно при q ∈ (0, 1/e) в силу следующей леммы. 

Пусть непрерывная функция g: [0, a] → ℝ обладает на интервале (0, a) 

положительной непрерывной производной и удовлетворяет для некоторого 

числа q ∈ (0, 1) неравенству  

g(x) − g(qx) < qxg’ (qx), x ∈ (0, a/q] . 

 Тогда q ≥ 1/e. 

Проинтегрируем по x неравенство 

 qg' (qx) > 1 /x( g(x) − g(qx) ) = 1 /x   𝑔′ (𝑡)𝑑𝑡 
𝑥

𝑞𝑥
 , 

а затем уменьшим область интегрирования двойного интеграла, 

пользуясь тем, что g’ (t) > 0:  

g(qa) − g(0) = 

 𝑞𝑔′ (𝑞𝑥)𝑑𝑥 >  1/𝑥   𝑔 ′(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑞𝑥
 𝑑𝑥

𝑎

0
≥  𝑔 ′(𝑡)   𝑑𝑥/𝑥

𝑡/𝑞

𝑡
 𝑑𝑡 =

𝑞𝑎

0

𝑎

0

 𝑞𝑔′ 𝑞𝑥 
𝑎

0
𝑑𝑥 ∙ 𝑙𝑛1/𝑞 =  𝑔 𝑞𝑎 − 𝑔 0  ⋅ 𝑙𝑛1/𝑞  .  

В силу возрастания функции g, получаем ln(1/q) < 1 или q > 1/e, что и 

требовалось доказать. 

 

Рис.3 

Выводы 

Приведенные доказательства могут быть использованы в 

геодезических измерениях, проектировании узлов и деталей приборов для 

более быстрых и удобных расчетов поверхностей (или линий) различных 



предметов. На данный момент предложенный в статье подход получил 

практическое применение при формировании признаков распознавания в 

системах идентификации объектов распознавания на транспорте [3,4] в ходе 

мониторинга территорий и картографирования [5]. На результаты 

практических исследований получены патенты на изобретения – способы и 

системы[6,7]. 
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